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MJ 7.1. Wyboczenie - przykiadowe problemy inzynierskie
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Boeing B- 2
by helmut the hawi

https: //structvile.com (U.C. Uzodimma)

2.0m 2.5m

Wyboczenie — zjawisko wygiecia osi elementu konstrukcyjnego — najczesciej preta — w wyniku
dziatania sity sciskajgcej, co wigze sie ze zmiang sposobu obcigzenia ze sciskania osiowego do
$ciskania mimosrodowego, czemu towarzyszy zginanie.




mJJ 7.2. Pojecie statecznosci
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Bywa, ze samo spetnienie przez uktad ogdlnych warunkdéw réwnowagi statycznej nie jest
wystarczajgcym gwarantem bezpiecznej pracy konstrukcji.

Niekiedy ilos¢ energii potrzebna do wytrgcenia ciata z rownowagi jest tak mata, ze
nastgpi¢ to moze w sposob przypadkowy — statecznos$¢ uktadu jest za mata.

Jezeli ruch ciata nastepujgcy po dowolnie matym wychyleniu z potozenia réwnowagi
zmierza w kierunku powrotu ciata do pozycji poczatkowej, rownowage takg nazywa sie
rownowaga stateczng (statg). W przeciwnym przypadku mamy do czynienie z
rownowaga chwiejng lub réwnowaga obojetna.

apkpure.com/rodk-balancing-art

o rownowaga stateczna,

9 rownowaga chwiejna,
rownowaga obojetna.

Rownowaga stateczna odpowiada minimum
energii, rownowaga chwiejna — maksimum energii;
w wartos¢ energii nie
zmienia sie przy zmianie potozenia ciata.

Al




Sita krytyczna (P, ) —sita osiowa, przy ktdrej nastepuje utrata statecznosci, tj. przejscie uktadu ze stanu rownowagi
statej do stanu rdwnowagi chwiejnej, lub obojetnej, czemu odpowiada zmiana postaci preta z prostej na wygieta.

, . e d?y
RAwnanie rozniczkowe linii ugiecia preta: E]ﬁ — —Mg(Z) = —Py (1)
dzy P d? P
&b =zt 5 0 =& |2V 2, _ gdzie: k% =— (2)
}’ iz +k°y=0 EJ
Catka ogdlna rownania (2) ma postaé: | y = Asinkz + B coskz (3)

Warunki brzegowe: 1° y(z=0)=0 = Bcoskz=0 = B=0

° =0D=0 Asinkl=0
2° y(z=1) e 2 sin = [kl =nm | (4)
uwzgledniajac: B = 0 | uwzgledniajac: A + 0

2 n’m® P 22

- T - 2 | p""E | dgan=012. (5

y (4) 2 " EJ 12
Po odrzuceniun = 0 (P = 0), wartos¢ n = 1 okresla wzor Eulera: a\
najmniejszg site P, przy ktorej jest mozliwa 2 - : Leonhard Euler
rownowaga preta w stanie wygietym, to tzw. _n Ej ( (1707-1783)

: . kr — 2 ; szwajcarski
eulerowska sita krytyczna: l matematyk i fizyk




]]IJJ 7.3. Wyboczenie sprezyste
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2.2
n°“m“EJ i z
_ 22E] y=Asinkz [ =) y=Asin;m
P = o . — —
= Frt 12 wowczas: kl=nmw=m 0$ preta ma ksztatt poétfali sinusoidy

Jezeli za n podstawi sie kolejne liczny naturalne (n =2,3,4...), o$ preta
przybierze posta¢ dwu, trzech, lub wiecej sinusoidalnych pétfal:
n=2 n=23 n=4

A A A
AP =4Py, Y P=9P,, _jP=16P

W przypadku pretow zamocowanych
jedynie na obu konicach postacie
wyboczenia odpowiadajgce sitom
P = n*P,,,; , cho¢ teoretycznie
mozliwe, nie majg znaczenia
praktycznego. Moga wystgpi¢ jednak
gdy istnieja dodatkowe reakcje
poprzeczne w punktach z dla
ktérych y(z) = 0, np.:

/3
1/4

1/4

/3

Ll

1/3
1/4

. Z ? > Y
y=Asin-m P P
l V4 z .z
y=Asin271t y=Asin371t y=Asm47n
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MJ 7.3. Wyboczenie sprezyste
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| ZE] Wzér Eulera w podanej postaci dotyczy tylko Sciskania preta o dtugosci I zamocowanego
Py, = R > obustronnie-przegubowo. Zmiana sposobu zamocowania, wigze sie ze zmiang warunkow
{ brzegowych i wptywa na zmiane rozwigzania na site krytyczna.
o ) an] gdzie: [, = a - l — wyboczeniowa dtugosc preta,
Uogodlniony wzdr Eulera: Py, =
lﬁ, « — wspotczynnik zalezny od warunkéw mocowania,
Naprezenia krytyczne:
2 ] .2 a=2 a=1 a=0,7 a=20,5
Pir _ ™ EJ = o n2E~
Oy = = - = - '
=74 T 124 o g 2
J
.2 _ 1
= A Tl'ZE
- akr = /12

gdzie: A = Tw — smuktos¢ preta

W2zér Eulera mozna stosowag, gdy:

Ry — granica
proporcjonal

nosci

Agr —smuktos¢ graniczna

7.

Wzér Eulera mozna stosowag, tylko gdy:
A=Ay




ll“]m 7.4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne
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7.4.1. Wz6r Tetmajera-Jasinskiego: | 0y, = a — bA |dla A <A,  gdzie: a, b — state materiatowe

eksperyment ) _
S (stal konstrukcyjna) Prosta Tetmajera — Jasinnskiego fgczy punkty Ai C:
kr
‘\‘ prosta Tetmajera- C: A=0 .= a—-b-0=R,
R, Jasinskiego 0rr = R,
- Ga= R,
Ryl---------"== -
) i A=A
: hiperbola Eulera A 9L = a—b . Agr = Ry
I w’E Oir = RH _ I#
i a'kr = 7 - a—= Re
Agp =T |[— 1 A R Ry |R
RH : gr _” b — e MNH H
: > E T E
0 Agr 1 Agr=Tm Ry

Ludwig von Tetmajer
(1872-1943) szwajcarski
profesor, inzynier

Stad row. Tetmajera-Jasinskiego w postaci:

R.— Ry |R
o1r = R, — en H EHA dla 2 < A4

A Y Feliks Jasinski
W F ] (1856-1899) polski inzynier,
profesor w Petersburgu
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mJJ 7.4. Wyboczenie sprezysto-plastyczne

7.4.2. Johnsona-Ostenfelda:

O'kr=A—B).2

dla A<AO

eksperyment
(stal konstrukcyjna)

Ostenfelda

o)

hiperbola Eulera

gdzie: A, B — state materiatowe

Cechy paraboli Johnsona-Ostenfelda:

1° ma wierzchotek w punkcie C:

Okr = Re

’1=0}.=; A-B-0=R, = |A=R,

2° jest styczna do hip. Eulera w punkcie O:

3° zachowuje ciggtosc z hip. Eulera w punkcie O:

w2E
A5

w’E , mE

John Bertrand Johnson
(1887-1970) urodzony w
Szwajcarii amerykanski

i inzynier i fizyk
% 4 Asger Skovgaard Y Y

1 Ostenfeld (1886-1831)
dunski inzynier, profesor
mechaniki stosowanej

4 A

Re_ ‘AO= Q

2

Okr = Re =7 7 4

Stad réow. Johnsona-Ostenfelda w postaci:

2 2E
=W |[—
dla 4 < AO
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]]JJJ 7.5. Projektowanie pretow na wyboczenie

7.5.1. Wartosci wspétczynnikéw (dla a,.w MPa) we wzorach Tetmajera-Jasiriskiego i Johnsona-Ostenfelda®)

Materiat

wzor Tetmajera-Jasinskiego:

O =a—bAdlad<ig=m

E

Ry

wzor Johnsona-Ostenfelda:

dla

Stal niskoweglowa 210 105 310 1.14 116 310 0.0116
Stal (0.28 —0.37 % C) 210 100 464 3.62 94 464 0.0260
Stal niklowa (do 5% Ni) 211 86 470 2.30 94 470 0.0266
Drewno miekkie (Swierk) 12 100 29.3 0.194 90 29.3 0.002

7.5.2. Zasady obliczen wytrzymatosciowych na wyboczenie:

1° Warunek bezpieczenstwa na wyboczenie:

gdzie: m,, - wspotczynnik bezpieczenstwa

1) Dylag Z. Jakubowicz A., Orto$ Z.: Wytrzymato$¢ materiatéw. T. 1. WNT

Pspdap,w-==

Pia lub

ny,

g =

-_—<
=0
A dop,w

na wyboczenie, uzalezniony od rodzaju materiatu i smuktosci elementu.

adop,w

Okr
ny,

2° Warunek bezpieczenstwa sprawdza sie dla ptaszczyzny, w ktdrej rozwazany pret posiada najwieksza smuktosé: 4 = L, /i.

3° Obliczajac dla danego elementu P gopw lUb @gopw Stosuje sie odpowiednie rownanie w zaleznosci od wartosci
A(A = A4 —wzbr Eulera, 4 < 44,-(49) —wz6r T-J (J-0)).
4° Projektujgc element pod okreslone obcigzenie zaktada sie wstepnie wystepowanie wyboczenia sprezystego
stosujgc w zwigzku z tym wzor Eulera. Po dobraniu wymiarow elementu sprawdzany jest warunek 4 = 44, i — jesli
nie jest spetniony — obliczenia weryfikuje sie z uzyciem wzordw empirycznych (tj. T-J lub J-O).
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Przykiad 7.1:

mJJ 7.6. Projektowanie pretow na wyboczenie - przykilady obliczeniowe

Pret o dfugosci [, zamocowany przegubowo na obu koricach i w obu ptaszczyznach ma przekrgj
prostokgta o wymiarach a X b. Obliczy¢ krytyczng wartos¢ sity sciskajacej pret.

Dane:l=1,2m,a=60mm,b =40 mmE = 2.1-10°> MPa, R, = 240 MPa,Ry = 204 MPa

Szukane: Py, =77

“Q‘

jire

| |

>
y

1° Wyboczeniowa dtugosé preta: [, =a-1=1-1200 =1200 mm

2° Minimalny moment bezwtadnosci:

ab3 60403 .
Jmin =Jx = 12 = 12 = 320 000 mm

3° Minimalny promien bezwtadnosci:

_ B Jmin _ Jmin B 320 000 _
Lnin = ’T_ 2.b_ 2060 = 11.547 mm
4° Smuktosé:
4 L, 1200 103.92 1 E 2.1-10° 101.8
= —_— = = . =TT |—=17T |————— = .
i 11.547 ar Ry 200

5° Sita krytyczna:

n’E] m?-2.1-10°-320 000

Py, = _ = 460581 N
gr| = Pur 12 12002

A> 2




mJJ 7.6. Projektowanie pretow na wyboczenie - przykilady obliczeniowe
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Przykiad 7.2: Stup o przekroju rury grubosciennej (D/d = 3/2) i dtugosci [, ma by¢ wykonany ze stali

konstrukcyjnej i przenosic obcigzenie P z zachowaniem wspodfczynnika bezpieczenstwa n,,,. Dobrac srednice
zewnetrzng (D) i wewnetrzng (d) stupa, traktujgc jego zamocowanie jako obustronne utwierdzenie.
Dane:l=1m, D/d =3/2, P=1MN, E =2.07 - 10° MPa, R, = 235 MPa, Ry = 200 MPa, n,, = 3

Szukane: D =??,d =??

a=0.5 1°Wyboczeniowa dtugosépreta: [, =a-1=0.5-1000 =500 mm

P,
2° Osiowy moment bezwtadnosci: 2 \* 16
| D* — (— D) 4 _ 10 14
_n(D*-d*) ( 3 ) ~ "(D 817 ) 65wD*
J= 64 B 64 B 64 ~ 5184
- 3° Warunek bezpieczenstwa (oparty na rdwnaniu Eulera): ﬂ,
Py, w?E] 6513 ED*
P<P = —; zakladajac:d > 1, = P < =D P <
dopw = 7 1 gr =, I =5184-n, -2
45184 -n,, -1 -P 45184 -3-500%2-1-10°
ty Eb \/ 65m3E \/ 65m3-2.1-10° i
4‘ x Wstepnie: D = 55.5mm d=2/3-55.5=37mm




mmﬂ 7.6. Projektowanie pretéw na wyboczenie - przykiady obliczeniowe

AGH Przykiad 7.2:
Dane:l=1m, D/d =3/2, P=1MN, E =2.07 - 10°> MPa, R, = 235 MPa, Ry = 200 MPa, n,, = 3
Szukane: D =??,d =27 Wstepnie dobrano: D =55.5mm d =37mm

a=0.5 4° Sprawdzanie warunku smuktosci: 2 \2
2
| D ( D) 2
5D

6smD* | _ n(D? — d?) 3
~ 5184 4 4 " 36
s 65mD* 36 65mD* 36 _ 13 D2 _ v13 D
"= a7~ 5184 ‘57D? ~ 5184 5mD? | 144 12
[ 121 12 -500 E 2.07 -10°
A== = =30; dgp=T |—=T = 101.07
i +13-D +/13-55.5 Ry 200
A< Agr — nie mozna stosowac wzoru Eulera
5° Dobor srednicy na podstawie wzoru Tetmajera — Jasinskiego:
O'k a— b _
. I!) o, < ; a=R,, p= Re = Ry RH; (por. p.7.4.1)
n,, [A E

1 R, — Ry |R 1 R.— Ry Ry 121
5 o.<—|R, - e H H)L @O'CS_ R, — e H H w
n, 114 E n, 1[4 E \13-D




mmﬂ 7.6. Projektowanie pretéw na wyboczenie - przykiady obliczeniowe

AGH Przykiad 7.2:
Dane:l=1m, D/d =3/2, P=1MN, E =2.07 - 10°> MPa, R, = 235 MPa, Ry = 200 MPa, n,, = 3

SZUkane:D=??,d=?? B 1 R Re_RH RH 121W | _P 4 57TD2
a=0.5 Te =0\ e - Eviz.n) ‘<" a ~ 36

L 36P _1(  Re—Ry Ry 121,
57D%2 " n,\ °© 18 E \V13-D

@ R, — Ry |Ry12l, 36n,,P
' R.D?% — —£ D — >0
.‘x & € T E /13 51

Po podstawieniu:

235D% —

D
2.07-10° /13 51T
& |235D2 - 576.272D — 6 875493 > 0

235—200\/ 200 12-500 36-3-10° -
- =

s

A= 576.272% —4-235-(—6875493) = A=6463296019; +/A=80394.6

_576.272 —80394.6 _576.272+ 80 394.6

D — O ., == e = .
1 5 .235 < D.,.in = D, 5. 235 172.3 mm

Mozna przyjagé: D =174 mm d=2D/3 =116 mm




